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1. Uvod

Predpostavimo, da imamo sobo v kateri je 23 oseb. Kolik$na je verjetnost, da se v tej sobi
nahajata dve osebi, ki praznujeta rojstni dan na isti dan v letu? Problem lahko povemo tudi
nekoliko drugace. Imamo 23 imen, ki jih naklju¢no porazdelimo med 365 Skatel. Vsaka Skatla
predstavlja en dan v letu. KolikSna je verjetnost, da bo med temi Skatlami takSna Skatla, ki bo
vsebovala vec kot eno ime? Jasno je, da 23 imen porazdeljenih med 365 Skatlami predstavlja
slabo distribucijo, saj bo velika koli¢ina Skatel praznih.

Kaj pa, ¢e imamo v sobi 100 oseb? Sedaj lahko recemo, da imamo vsaj razumno moznost
zadetka. Koliko zadetkov lahko dobimo? Nekaj Ze; Ce je sreca, vsaj tri.

Resnica, ki se zdi na prvi pogled za lase privleCena, je naslednja:

e Ceimamo 23 oseb je verjetnost 50:50, da nek par teh oseb deli rojstni dan.'
e (e imamo 100 oseb pri¢akujemo od 13 do 14 parov. Zato je v skupini stotih oseb prib-
lizno Cetrtina takih, ki delijo rojstni dan z nekom drugim iz skupine.

Cilja tega poglavja sta:

a) Premisliti, zakaj je resnica taksna, kot je.
b) Z uporabo cilja a) spoznati pomembno nacelo v verjetnostni teoriji, centralni limitni
izrek.

2. Koliksna je verjetnost zadetka?

Naklju¢no porazdelimo 23 imen med 365 Skatel. Kako izratunamo verjetnost, da bo med
Skatlami taka Skatla, ki bo vsebovala ve¢ kot eno ime? Da se izognemo uporabi Stevil (npr.
365), lahko re¢emo, da imamo k oseb in n Skatel (ali datumov). Najenostavnejsi nacin za izra-
cun verjetnosti zadetka je ta, da izraunamo verjetnost ne zadetka in nato odstejemo to verjet-
nost od 1. (Ce je verjetnost ne zadetka 40%, je potem verjetnost enega ali ve& zadetkov 60%.)

Kolik3$na je verjetnost, da ni zadetka? Predstavljajmo si metanje imen v Skatle, eno za drugo.
Vrzemo prvo ime "Tina" v katerokoli Skatlo, saj so Se vse Skatle prazne. Sedaj vzamemo dru-
go ime "Matija". Ce se Zelimo izogniti zadetku, potem Matija ne smemo dati v isto $katlo kot
Tino. Tako imamo za Matija na izbiro n—1 Skatel od vseh n -tih. Torej je verjetnost, da se
izognemo zadetku, enaka

n—1 1

=1-—.
n n

Kaj pa Mojca? Kaksna je njena verjetnost, da se izogne zadetku? Ona ima na izbiro n—2
Skatel od vseh n -tih, ¢e imena shranjujemo loceno. Torej je verjetnost, da se Mojca izogne
zadetkom, enaka

' Ta trditev je v prilogi preverjena z dejanskim preizkusom na skupini 40 oseb.



Ce nadaljujemo z razmisljanjem v tej smeri, ugotovimo, da je verjetnost ne zadetka potem, ko
smo vrgli vseh k imen v n Skatel, enaka

(-4-3H-2)

Za velik n, npr. 365 in k samo 23, je vsak Clen v tem produktu dokaj blizu 1. Najmanjsi je
zadnji Clen, ki je priblizno enak 0,9497. Zacetni €leni so mnogo bliZje 1 (npr. prvi €len je prib-
lizno enak 0,9972, drugi ¢len 0,9945, itd.). Zato dobimo obcutek, da je tudi produkt dokaj
blizu 1. Zapomniti pa si moramo, da govorimo o ne zadetku. Ce je verjetnost le-tega blizu 1,

potem je verjetnost zadetka blizu 0.

Za posebne vrednosti k in n lahko uporabimo kalkulator oziroma racunalnik. Z njuno
pomocjo lahko poiS¢emo natanéno numeri¢no vrednost za produkt (1) . Mi navedenih pripo-
mockov ne bomo uporabili, temvec¢ bomo preizkusili oceniti velikost dobljenega produkta.

1.0+

Slika 1: Dotik tangentne ¢rte s logaritmom.

(a5

Poizkusimo oceniti velikost tega produkta. 1z izkuSenj vemo, da je ocenjevati vsoto veliko
lazje kot ocenjevati produkt. Produkt P lahko spremenimo v vsoto s pomo¢jo logaritma:

h’IP:ln(l—lj+]n(l—gj+...+ln(1_ k_lj
n n n

Sedaj, ko smo spremenili produkt v vsoto, poizkusimo oceniti vsak ¢len posebej. Ker je Cle-
nov veliko in so si ti med seboj zelo podobni, je nesmiselno delati oceno za vsak ¢len posebe;j.

-l

Dajmo produkt oznaciti s P:

Naredimo raje oceno za poljubni ¢len



Za lazje dologanje ocene si pomagajmo s sliko 1. Ta prikazuje graf funkcije y =In(l+ x)in
tangento y = x v tocki (0,0). Tangenta zagotavlja dober priblizek krivulji, Ge je x blizu 0. Za
majhne vrednosti x je §tevilo In(1+ x) priblizno enako x. To pomeni, da toliko ¢asa, dokler je

J znatno manjsi od n, lahko uporabimo tangentni priblizek z x = — j/n in dobimo

h{l—ijz—i.

n n

1nP:h{1—1J+h{#—3)+-~+h{1—k_lj.
n n n

Toliko ¢asa, dokler je k£ znatno manjsi kot n, pricakujemo, da lahko aproksimiramo vsak loga-

Vrnimo se nazajna InP:

ritem z uporabo tangentnega priblizka. Torej

1npz_l_z ..... k_l_
n on n

Na desni strani zapisa lahko izpostavimo —1/n. Ostane nam vsota

1+2+3+4+-+(k-1).
To vsoto poznamo kot vsoto aritmeti¢nega zaporedja in jo zato lahko nadomestimo s
k(k —1)/2. Torej pri¢akujemo, da je
k(k —1)
2n

Pri takSni aproksimaciji moramo biti nekoliko previdni, saj smo ocenili vsak ¢len vsote

InP=- 2)

In(1 - j/n) in nato zdruZili $e ocene skupaj. Tako smo lahko naredili kar veliko napak.

PomoZen problem.:
Pokazimo, da velja

mPS—E%:Q.
2n

Resitev pomoZnega problema:

Verjetnost P je enaka
(1 lj(l j(l IJ
n n n

mP:m@—1)+m@—z)+n+m@—k_q.
n n n

Graf na sliki 1 prikazuje, da ni samo In(1+ x)= x, & je x majhno Stevilo, ampak je tudi

in njegov logaritem je

In(1+ x) < x za katerokoli vrednost x. Torej je




Vzemimo za trenutek, da je ocena (2) dobra. Tedaj z jemanjem eksponentov dobimo oceno
za verjetnost samega P:

InP = ¢ 1), 3)
Kaj dobimo, ko je k =23 in n=365? V tem primeru je
k(k—1) _23-22 0,69,
2n 730

Ce to uporabimo v nasi oceni je verjetnost ne zadetka za 23 oseb priblizno e *%. Vemo pa, da

In

je In2=0,69. Tako je verjetnost ne zadetka e "> =1/2. Potem je verjetnost za zadetek tudi
priblizno 1/2. Ce imamo v sobi 23 oseb je tu grobih 50:50 moZnosti, da imamo ujemajo¢ roj-
stni dan med temi osebami.

Kaj pa, ¢e imamo k =100 in n=365? Opazimo, da k/n ni ve¢ tako majhen, kar pomeni,
da nasa ocena mogoce ne bo tako dobra. Po drugi strani pa lahko s pomoc¢jo pomoZnega prob-
lema zaklju¢imo, da verjetnost ne zadetkov ne presega e ) 74 k =100 in n =365 je

k(k—1) 100-99
o 730

=~13.56.

To da oceno

e =13-107°.
Verjetnost za ne zadetek je skoraj ena proti miljon. To nam pove, da je verjetnost zadetka zelo
velika. Dejanska verjetnost, da ima 100 naklju¢no izbranih oseb na isti dan rojstni daj, je prib-
lizno 3-1077, kar je Cetrtina verjetnosti dane iz naSe ocene. NaSa ocena ni tako dobra za

k =100, narobe je za faktor 4. Ker pa je razlika med dejansko in ocenjeno verjetnostjo tako
majhna, nas ta napaka ne skrbi.

Probability

(e 10 120 30 40 5057 80 L 70

People
Slika 2: Dejanska in ocenjena verjetnost.

Ce pogledamo graf (slika 2), ki prikazuje verjetnost ne zadetka za vsako moZno $tevilo oseb

. —k(k-1)/(2n) . . . . . . v, . .
1n oceno e / , opazimo, da se obeh narisanih krivulj skoraj ne da lociti. Dejanska verje-

tnost, uporabljena na grafu, je bila izraCunana z raCunalnikom.
Na grafu vidimo, da bo s samo majhnim Stevilom oseb verjetnost, da bo obstajal nek par rojen
na isti dan, dobra. To pa se ne ujema z naso intuicijo. Zakaj nas je intuicija pustila na cedilu?



Ce pogledamo nazaj na izraz za verjetnost izognitve vseh zadetkov,

B R Gy

je res, da je vsak faktor kar blizu 1. Njihov produkt se konca majhen. Ko smo sesteli ekspo-
nente

smo dobili
k(k—1)
2n
Bistvo je, da smo dobili na vrhu nekaj podobnega k”in &e naj bilo to $tevilo razmeroma veli-
ko v primerjavi z n, bi morali za k jemati Stevila okoli drugega korena n. Torej je veliko manj-

$§i od n sam k. To bo postalo bolj jasno v naslednjem razdelku, v katerem bomo izracunali
mozno Stevilo zadetkov.

3. Koliko ujemanj dobimo?

Poizkusimo odgovoriti na drugo vpraSanje iz predstavitve. V sobi imamo 100 oseb; koliko
Stevilo zadetkov pri¢akujemo? Na voljo imamo ve¢ nacinov za izracun pri¢akovanega Stevila
zadetkov. Pokazali pa bomo samo enega.

Za razumevanje vpra$anja zaénimo s pomoZnim primerom. Ce vrZemo posten kovanec 40
krat, lahko izraunamo verjetnost vsake mozne cifre in glave z uporabo binomskega koefici-

40\ 1
k2%

za vsak k med O in 40. (V razdelku 5 je to bolj podrobno razloZeno.) Za izra¢un pri¢akovane-
ga Stevila glav lahko dodamo vse te verjetnost pomnoZene z ustreznimi uteZmi. Toda pricako-

enta. Verjetnost k glav je

vano Stevilo glav ni teZko izraCunati, saj je to o€itno 20. V povprecju pri¢akujemo 20 glav v
40 metih, saj vsak met (v povprecju) prispeva polovico glave. PriCakovano Stevilko glav je
potem enako verjetnosti dobitka glave ob vsakem metu, pomnoZeno s Stevilom poizkusov.
Vrnimo se sedaj nazaj k rojstnim dnevom in poizkusimo igrati isto igro. Kaj pomeni met v
tem primeru? Met pomeni samo par oseb, katere bi lahko ali pa tudi ne delile rojstne dneve.
Zato moramo izracunati verjetnost, da doloCen par deli rojstni dan in Stevilo moZnih parov.

a) Kaksna je verjetnost, da doloCen par oseb deli rojstni dan? To je 1/n. Razlog zato je,
kadarkoli je moj rojstni dan, imas ti na voljo le 1/n moZnosti, da izberes ta isti dan.

b) Koliko moznih parov oseb je tam? Stevilo parov oseb, katere je moZno izbrati med k

osebami, je
k) _k(k-1)
2 2



Torej tu je k(k—1)/2 moZnih zadetkov in vsak od teh zadetkov ima I/n verjetnosti, da se
zgodi. Pricakovano Stevilo zadetkov je tako
k(k=1) 1 _ k(k-1)

2 n 2n

Uporabimo ta izratun za primer, ko imamo 100 oseb (k =100 ). Stevilo parov, ki jih je mozno

izbrati med stotimi osebami je (100-99)/ 2=4950. Vsak moZen par ima 1/365 verjetnosti, da
se pojavi. Priakovano Stevilo, ki pride je 4950/365 in to je priblizno 13,5 parov. Torej pri¢a-
kujemo 13 ali 14 parovz.

V naslednjem razdelku bomo izracunali pri¢akovano Stevilo oseb, ki so vpletene v pare.

4. Koliko oseb si deli rojstni dan?

Ce je k imen nakljuéno porazdeljenih med n $katel, potem pri¢akujemo, da bo med njimi v

povpredju k(k — 1)/ (2n) takih, ki si delijo $katle. Cilj tega razdelka bo ugotoviti, koliko oseb v
skupini k oseb bo delilo rojstni dan z nekom drugim iz te skupine?

Navidezno logicen odgovor je, da si bo v skupini delilo rojstni dan dvakrat ve¢ oseb kot je

parov. Saj sta v vsak par vpleteni dve osebi. To pomeni, da pricakujemo
k(k —1)

n

(4)

oseb, ki so "delivci rojstnega dneva". Za 100 oseb je pri¢akovano $tevilo 9900/365 = 27,1.

Ali bi lahko to izracunali tudi na kakSen drugacen nacin? V skupini imamo ponovno k oseb.
Ce bi lahko izradunali verjetnost p, da vsak deli svoj rojstni dan e s kom, potem lahko izra-
c¢unamo pricakovano Stevilo delivcev rojstnega dne kot kp. KakSna je verjetnost, da doloCena
oseba, Tina, deli svoj rojstni dan? Kot Ze prej je lazje izraCunati verjetnost, da Tina ne deli
rojstnega dne in nato to odsteti od Stevila 1. Da Tina ne deli svojega rojstnega dneva, je potre-
bno, da vsa druga k—1limena vrZzemo v preostale Skatle in v ne Skatlo, kjer se nahaja njeno
ime. Preostalih Skatel imamo n—1. Tako je za vsa razlicna k —1 imena verjetnost

n—1 :1_1’
n n

da koncajo v drugi Skatli, kot je Tina. Verjetnost, da vsa imena koncajo v razli¢nih Skatlah, je

Sl

Taks$na je verjetnost, da Tina ne deli Skatle oziroma da praznuje sama. Verjetnost, da deli ta

k-1
pzl—(l—lj .
n

% S stotimi osebami je tu enaka moZnost, da dobi¥ deset parov, ki si delijo rojstni dan in enega trojka, ki prispe-
va tri delitve.

potem

dan z drugimi, je




Ker pa je v skupini k oseb, vsaka z verjetnostjo p deljenja rojstnega dne, je pri¢akovano Stevi-
lo oseb, ki si delijo rojstni dan, enako

el )

Za primer 100 oseb imamo pribliZzno 23,8 oseb, ki delijo rojstni dan. Videli pa smo, da je pri-
¢akovano Stevilo parov za 100 oseb 13,56 in na podlagi tega tudi ugotovili, da je Stevilo deli-
vcev rojstnega dne dvakrat vecje, se pravi grobih 27,1. Kje smo naredili napako?

Napako smo naredili pri prvem razmisleku, kjer smo privzeli, da sta v vsak par vpleteni le dve
osebi. Ta privzetek je dober za zmerno majhen k (npr. k =23). Saj je za tak k verjetnost, da je
vpletenih ve¢ oseb, zamerljivo majhna, zato si ta privzetek potem lahko dovolimo. Za
k =100 pa ta privzetek ni ve¢ dober. Vzrok temu je naslednji: ¢e imajo tri osebe isti rojstni
dan, potem predstavljajo tri razlicne pare oseb, ki si delijo rojstni dan. Na primer, ¢e so Ana,
Bob in Miha rojeni prvega oktobra, so AB, AM in BM Steti kot pari, ki delijo rojstni dan. Za
100 oseb je velika verjetnost, da bodo tri osebe imele isti rojstni dan. Torej le tri osebe bodo
prispevale tri pare, namesto morda pri¢akovanih Sestih oseb. V drugem razmisleku te napake
ni.

5. Krivulja v obliki zvona

Predstavljamo si, da vrzemo poSten kovanec n krat v zrak. Izid metanja bo zaporedje n glav
in cifer. Za primer, ko je n =3, je moZen izid katerokoli od naslednjih osmih zaporedi;:

CCC, GCC,
CCgG, GCQG,
CGQG, GGC,
CGC, GGG.

Vsako od teh zaporedij je enako verjetno. Tako ima vsako zaporedje verjetnost 1/ 2° (ali v

sploSnem 1/ 2" ). Skupna verjetnost vseh verjetnostnih izidov je vedno 1.

Sedaj bomo Steli celotno Stevilo glav (oziroma grbov), ki se pojavijo v n metih. To bo vsako
celo Stevilo j med O in n. V vsakem zaporedju predstavlja j glav Stevilo nacinov izbire j loka-
cij za glave znotraj zaporedja n lokacij. To je binomski koeficient

()7

Verjetnost, da dobi$ j glav v n metih, je

()

Ce to nari$mo s grafikonom, dobimo nekaj podobnega, kot je narisano na sliki 3. Ta slika pri-

kazuje rezultate za n =20 metov. Smiselno je, da so verjetnosti proti sredini grafikona ogro-



mne, saj Ze pricakujemo, da bo Stevilo glav polovica Stevila metov. Ko se odmikamo od sre-
dine, pa se verjetnosti hitro zmanjSujejo.

Prohability

0.05F

Slika 3: 20 metov postenega kovanca.

Stolpicast grafikon je pokrit s krivuljo, ki da dober priblizek za viSino stolpcev. Ta krivulja

2 5
nw

To je primer normalne oziroma zvoncaste oblike krivulje. Lahko tudi reCemo, da je ta krivulja
kopija standardne normalne krivulje, katere enacba se glasi

ima enacbo

L o

Dejstvo, da lahko verjetnost metanja kovanca v zrak aproksimiramo s to krivuljo, ni samo
slu¢aj. Eden od pomembnih nacel v matematiki je centralni limitni izrek, ki pravi, da kadarko-
li seStejemo veliko Stevilo majhnih neodvisnih ucinkov, je rezultat pribliZzno podan z normal-
no krivuljo. Ta izrek se uporablja predvsem v statisti¢ni analizi.

V nadaljevanju ne bomo naredili nobenega poizkusa za demonstracijo centralno limitnega
izreka. Temve¢ bomo pokazali, kako nastane v posebnem primeru metanja poStenega kovanca
v zrak. Privzemimo, da je Stevilo metov n celoStevilsko in enako 2m. Verjetnost, da vrzemo v

2m) 1
j 22m :

Cilj tega razdelka bo preuciti, kako se spreminjajo verjetnosti, ko spreminjamo Stevilo j. To
naredimo s primerjanjem verjetnosti razli¢nih j-jev s verjetnostjo na sredini,

2m) 1
m 22m .

2m metih j glav, je enaka



Da se osredoto¢imo na na$ namen, zapiSimo j kot m + k, pri Cemer je k premik j-ja iz sredin-
ske vrednosti m. Razmerje med verjetnostjo pridobitve m + k glav in verjetnostjo pridobitve

(MZT kj(znl:l J_l - (m + 1(3)7(1;1 —k)! ((;72: j_l
C(m+ IT):’(Z —k)

_ m(m—1)---(m—k +1)
(m+k)m+k+1)---(m+1)

m glav je

Ce delimo vsak faktor v §tevcu in imenovalcu z m, potem dobimo
0 U Gy,
m m m
(1+1J(1+2j---(1+kj
m m m

Stevec in imenovalec tega zapisa sta podobna zapisu (1), ki smo ga izracunali na zacetku

poglavja. Torej Ze poznamo nacin za ocenjevanje teh produktov, ¢e je k znatno manjsi od m.
Potem je Stevec enak verjetnosti P, ki se pojavi v (1) (le da n zamenjamo z m). Torej je Stevec
priblizno enak

e—k(k—l)/(Zm) ,
kot smo videli v zapisu (3). Za imenovalec lahko naredimo pribliZek tudi z jemanjem logarit-

mov in z uporabo priblizka ln(l +x) = x, potem je

k(k+1)
[1+iJ[l+£J-~-(l+£J =e M
m m m
¢e je k znatno manjsi od m.

Sedaj lahko zdruzimo naSi oceni skupaj in dobimo

m X 2m -1 e—k(k—l)/(2m)
m+k N m = ek(k+l)/(2m)

k2
_o

Tu opazimo obrise formule za normalno krivuljo. Ce se vrnemo nazaj in spremenimo k v

(L)

Tako je verjetnost dobitka vseh j glav v n metih

WERMAER

j—m inmv n/2, dobimo

10



Opazimo, da to zgleda zelo podobno kot enacba normalne krivulje (5). S samo to razliko, da
je zadetni faktor ,/2/ (nz) zamenjan z vrednostjo dobitka n/2 glav

)3
nf2)2""

Dokazali smo, da lahko priblizamo stolpiCast grafikon s krivuljo, ki ima isto "obliko" kot
normalna krivulja, ki je bila razrezana vertikalno. Najboljsi pribliZzek je na sredini grafikona,
kar je tudi vidno na sliki 3.

Seveda, ko smo nasli pravilno obliko krivulje, ni presenecenje, da jo lahko z raztegom nare-
dimo ustreznejSo, torej da dobimo pravo vrednost na sredini. Skrivnost je, zakaj je sredinska

velikost tako blizu Stevilu ,/2/ (nf[). Navedimo razloge, zakaj je boljSe imeti formulo s

\2/(n7x) kot pa z
( ) J 1
nf2)2""

En razlog je, da je /2/(nx) laZje izratunati kot pa verjetnost

)3
nf2)2""

Toda tu je $e en pomembne;jsi razlog, ki pa tudi razjasni videz tevila /2/(n7) .

Stolpicast grafikon je bil izdelan zato, da je viSina vsakega stolpicka predstavljala verjetnost
dobitka Stevila grbov v n metih kovanca. (Vsaka od verjetnosti Stevila glav je predstavljena s
stolpi¢em.) To pomeni, da je vsota viSin stolpi¢ev enaka 1, celotni verjetnosti. Predpostavimo,
da je vsak stolpi€ Sirine 1. Potem lahko tudi reCemo, da je vsota plosCin stolpi¢ev enaka 1. Ko
predstavimo distribucijo v tej smeri, vedno dobimo celotno obmocje 1. Sedaj se Zelimo prep-
ricati, da je krivulja, ki smo jo uporabili za priblizevanje verjetnostne distribucije, sama "ver-
jetnostna krivulja" — taka, da je ploS¢ina celotnega obmocja pod njo enaka 1. Kot bomo videli,
je Stevilo 42/ (nf[) dobro izbrano z namenom, da je ploS¢ina obmocja pod krivuljo enaka 1.

Situacija je sedaj takSna. Ko smo enkrat nasli pravilno obliko krivulje, smo jo raztegnili ver-
tikalno tako, da je ploS€ina obmocja pod krivuljo enaka 1 namesto, da bi jo izmerili s sredin-
sko vrednostjo. Obe metodi nam dasta dober priblizek. Toda metoda, ki naredi plos¢ino celot-
nega obmocja enako 1, najbolje ustreza teoriji verjetnosti. Vsaka metoda, ki da pravilno plos-
¢ino, da tudi dober priblizek za sredinsko vrednost. Ce lahko preverimo, da je +/2/(nx) pra-

vilni faktor, ki da ploS¢ino enako 1, bomo lahko sklepali, da je ta Stevilka blizu faktorja

)3
nf2)2""

Zadnji del tega poglavja je namenjen dokazovanju, da je plo$¢ina obmocja pod krivuljo

g [2 )
nw
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res enaka 1. S tem bomo zakljucili dokaz, da ta normalna krivulja aproksimira verjetnosti
metanja kovanca.

6. Obmocje pod normalno krivuljo

Krivulja

je bila prikazana na sliki 3, za primer n = 20. Plo§¢ino obmocja pod to krivuljo lahko izracu-

T\/g e%(x_%fdx.
“\n

Ta plos€ina se ne spremeni, &e premaknemo funkcijo na levo za razdaljo n/2 oziroma, e

namo z integralom

zamenjamo x — n/ 2 z x. Pokazali bi radi, da je

oo 2 n 2
J.1 /% e_;(x_EJ de=1.
“\n

Za integral na levi se zdi, da je odvisen od n, medtem ko se za Stevilo 1 to ne zdi. Zato je smi-
selno, da poizkusimo integral spremeniti tako, da bo Stevilo n izginilo. To lahko doseZzemo

tako, da zamenjamo x z ,/n/2 . Integral se potem spremeni v

T\/;e_’zdt.
T\/;e_’zdt =1

)

Torej pokazati Zelimo, da velja

oziroma

oo

[erat=n. (6)
Za lazje nadaljevanje vpeljimo oznako 1 :

I= '[ e’ dr.
Zanimiyost:
Neka stara zgodba pravi, da je neko¢ matematik in fizik Lord Kelvin rekel: "Matematik je
nekdo, kateremu je ocitno, da je

o

ferdi=vzn

)
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Metoda, katero bomo uporabili za dokaz formule (6), je zelo dober trik. Namesto proucevan-
ja funkcije t — ¢ bomo preucili funkcijo, ki je v tocki (s,7) definirana s predpisom

(e,

gls,t)=e
V vsaki to¢ki ima ta funkcija realno vrednost. Na primer, v tocki (1,2) je vrednost funkcije
e ™Y =¢7 Lahko nariSemo graf g, kjer vrednost g predstavlja vi§ino nad ustreznimi to¢ka-
mi. Graf nariSemo kot povrSino in ne kot krivuljo. Narisan graf je prikazan na sliki 4. Mogoce
je najenostavnejSa pot za razmisljanje ta, da funkcijo g opiSemo kot kraj, v katerem je g(s,1)
nadmorska viSina za zemljepisno Sirino ¢ in dolZino s.

Funkcija g je o€itno povezana na nek nacin z normalno krivuljo, saj zgleda et ) kot &

Bistven korak pri izraCunu povrSine pod normalno krivuljo bo ta, da izratunamo volumen
obmocja pod povrsino grbe (slika 4).

Slika 4: Normalna grba.

Ce najdemo tudi povezavo med volumnom grbe in plod¢ino, ki jo Zelimo izradunati, bomo
lahko izrazili plo§¢ino z znanim volumnom. Za¢nimo z iskanjem potrebnih povezav in nato Se
z izraCunom samega volumna.

Visina naSega povrsja g(s,f) v tocki (s,7) je odvisna od koordinat s in ¢, na poseben nacin.
Zaradi lastnosti eksponenta lahko viSino zapiSemo kot produkt

2 2 2 2
s+r)_ -s° -t
=e e |,

ol
v katerem je vsak faktor odvisen samo od ene koordinate. Privzemimo za trenutek, da smo
dolocili posebno vrednost s, recimo s =1. Poglejmo, kaj se dogaja z g, ko se ¢ spreminja.
Vrednost g(1,t) je

-1 _—?
e e

Ker je funkcija #-ja, je potem enaka normalni krivulji, ki je pomnoZena s $tevilom e~ .
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Slika 5: Vertikalen prerez grbe.

Na sliki 5 lahko vidimo, da je prerez povrSine krivulja, ki zgleda kot normalna krivulja. Plos-
¢ina prereza je kot ploi¢ina pod normalno krivuljo, le da je ta pomnoZena z e~' . Torej je plos-
¢ina enaka integralu

Te_le_tzdt =el.

Podobno je tudi za preostale Vred_rjosti s. Zato lahko za sploSen s reCemo, da je
Te_xze_’2 dt=e"1.

Sedaj lahko izraCunamo Volumen_ ;rbe z zdruZitvijo vseh s-jev. Torej je volumen grbe enak
V= Te_szl ds .

Ta novi integral zgleda natanko tako kot integral normalne krivulje, sedaj pomnozene z 1.

Tako je integral enak I°. Potem je volumen grbe
v=I.
To je prvi korak v dokazu, da je ploS€ina / pod normalno krivuljo enaka V7 . Pokazati

moramo le, da je V =x. To zgleda lazje, saj smo se znebili kvadratnega korena. Ugotovili

smo, da je V =17, & reZemo grbo na vertikalne trakove. Da dokaZemo, da je V =7, pa
narezemo grbo horizontalno.

Slika 6: Horizontalni prerez grbe.
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Slika 6 prikazuje grbo, ki ima odrezan vrh na viini 1/2. Iz te slike ni tezko ugotoviti, da je
horizontalni prerez grbe disk. Bolj splo$no, prerez na visini 4 je sestavljen iz vseh tock (s,1),
kjer je viSina grbe vsaj h, torej tocke, ki zadoS¢ajo neenakosti

—5%—12

e

\%

h
ali ekvivalentnemu pogoju
s+t <-Inh.
To so tocke diska, ki ima center v tocki (0,0) in radij r = J-Inh. Postaja razvidno, od kje

bomo dobili $tevilo 7. Povrsina diska pri visini 4 je 7 r* = z(=Inh). Volumen grbe dobimo z

integriranjem te povrSine v mejah od 27 =0 do h =1 (to Stevilo je vrh grbe). Torej
1
1% =j7r(—1nh)dh.
0

Integral reSimo z integracijo per partes in dobimo, da je V =7z . S tem smo dosegli cilj tega
razdelka, saj smo pokazali, da je

oo

J‘e_'zdt =Jr.

—oo

S tem pa smo tudi pojasnili enaCbo normalne krivulje, s katero aproksimiramo verjetnosti pri
metanju kovancev.
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8. Priloga

St. oseb rojstni dan St. oseb rojstni dan
1 20.7. 21 9.10.
2 12.4. 22 19.2.
3 20.6. 23 9.7.
4 30.7. 24 11.12.
5 10.12 25 12.10.
6 10.10. 26 27.12.
7 14.9. 27 4.5.
8 16.5. 28 11.12.
9 17.2. 29 2.10.
10 28.10. 30 17.11.
11 10.12. 31 20.9.
12 31.13. 32 29.6.
13 22.5. 33 1.7.
14 22.2. 34 15.3.
15 12.8. 35 29.4.
16 21.8. 36 3.6.
17 15.4. 37 13.9.
18 6.6. 38 7.2.
19 19.1. 39 18.9.

20 30.10. 40 18.12.

Rojstni dan delita 5. in 11. oseba.
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